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具有庇护所的 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ型
捕食 －食饵系统的研究

林　琳１，雒志学２
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摘　　　要：研究了一类具有庇护所效应的 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ型捕食 －食饵系统，讨论了该系统平衡
点的存在性，利用常微分方程定性理论，得到了平衡点的稳定性及解的有界性。
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　　近年来，许多学者对食饵具有庇护所效应的
捕食系统开展了研究，且获得了很好的结果［１－８］，

但对于Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ模型的研究成果还不多见。本
文以 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ模型［９］为基础，建立了一类具有

庇护所效应的两种群捕食－被捕食模型。

１　模型假设及建立

假定捕食者和食饵种群的密度随时间连续变

化，并且均匀分布于生境斑块上。两种群均被视

为同质种群，即无阶段结构。基于以上假设，建立

了Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ型捕食－食饵系统：
ｄｘ
ｄｔ＝ｘｇ（ｘ）－ｑφ（ｘ）ｙ

ｄｙ
ｄｔ＝ ｐφ（ｘ）( )－ｃ{ ｙ

（１）

其中，ｘ（ｔ）和 ｙ（ｔ）分别表示食饵种群和捕食者种
群在ｔ时刻的密度。模型（１）基于以下假设：① 存
在正常数 Ｋ，使得对于一切的 ０＜ｘ＜Ｋ，均有



ｇ（ｘ）＞０；ｇ（Ｋ）＞０；②对于一切的ｘ≥０，有φ（０）＝
０，φ′（ｘ）＞０；③ 函数 ｇ（ｘ）和 φ（ｘ）是 ０，＋ )( ∞ 的

连续可微函数。

如果假设食饵种群的增长率满足 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ定
理，捕食者具有 Ｈｏｌｌｉｎｇ型的饱和功能反应，那么
系统（１）变为：
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其中：ｒ为食饵种群的内禀增长率；Ｋ是环境容纳
量；ｑ表示捕食者的最大消耗率；ｐ表示从食饵转
化为捕食者增长的转化率；ｃ为捕食者的死亡率。
ｒ、Ｋ、ｑ、ａ、ｐ、ｃ均为正常数。

用ｘＲ表示庇护所中的食饵密度，那么将庇护
所效应引入系统（２），则得到具有庇护所效应的捕
食－食饵系统：
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其中假定ｃ＜ｐ＜２ｃ。
本文从２个方面来讨论庇护所效应：① 庇护

所中的食饵密度与现有密度成正比，比例常数为

γ，即ｘＲ＝γｘ，０≤γ≤( )１；② 庇护所中的食饵密度

为常数，即ｘ
Ｒ
＝Ｒ。本文只分析第１种情形，第２

种情形的讨论与第１种情形类似。

２　主要结果

如果庇护所中的食饵密度与现有密度成正

比，比例常数为γ０≤γ( )＜１，则系统（３）变为
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令ａ′＝ ａ
１－γ

，当γ＜１－ ａ′ｃ
Ｋ（ｐ－ｃ）时，该系统共有３

个非负平衡点：Ｏ（０，０）、ＰＫ Ｋ，( )０、Ｐｘ，ｙ( ) 。其

中 ：ｘ ＝ａ′ｃｐ－ｃ，ｙ
 ＝ａ′ｒｐ［Ｋ（ｐ－ｃ）－ａ′ｃ］

ｑ（ｐ－ｃ）２
。

显然，若 γ＝１－ ａ′ｃ
Ｋ（ｐ－ｃ），则正平衡点

Ｐ（ｘ，ｙ）退化为平衡点 ＰＫ Ｋ，)( ０。令 ｘ（ｏ） ＝

Ｋｘ（ｎ），ｙ（ｏ）＝
ｒＫ
Ｑｙ（ｎ），ｔ＝

ｘ２＋Ａ２
ｒ τ，其中下标 ( )ｎ表

示新的变量，下标 ( )ｏ表示旧的标量，则系统
( )４变为
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其中：Ａ＝( )ａ′／Ｋ；Ｂ＝( )ｐ／ｒ＜１；Ｃ＝( )ｃ／ｐ＜１。
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ｑｘ＋( )Ａ ＞０，所以变换 ｘ（ｏ）＝Ｋｘ（ｎ），ｙ（ｏ）＝

ｒＫ
Ｑｙ（ｎ），ｔ＝

ｘ２＋Ａ２
ｒ τ是一一对应的。

当１－Ｃ－ＡＣ＞０时，系统（５）共有３个非负
平衡点：Ｏ（０，０）、Ｑ１（１，０）、Ｑ ｘ，ｙ( ) 。其中：

ｘ ＝ＡＣ１－Ｃ； ｙ ＝Ａ１－Ｃ－( )ＡＣ
１－( )Ｃ２ 。

如果１－Ｃ－ＡＣ＝０，则平衡点Ｑｘ，ｙ( ) 退化

为Ｑ１（１，０）；如果１－Ｃ－ＡＣ＜０，则平衡点Ｑ（ｘ，

ｙ）位于第４象限，这时系统（５）只有２个非负平
衡点：Ｏ（０，０）、Ｑ１（１，０）。

下面给出关于平衡点稳定性的结论。

定理１
１）原点Ｏ（０，０）为系统（５）的鞍点。
２）若１－Ｃ－ＡＣ＞０，平衡点 Ｑ１（１，０）为系统

（５）的鞍点；若１－Ｃ－ＡＣ＜０，平衡点 Ｑ１（１，０）为
系统（５）的稳定焦点或结点。
３）若１－Ｃ－ＡＣ＞０，平衡点 Ｑ ｘ，ｙ( ) 为系

统（５）的不稳定点；若 １－Ｃ－ＡＣ＜０，平衡点
Ｑ（ｘ，ｙ）为系统（５）的稳定焦点或结点。

证明

１）系统（５）在原点Ｏ（０，０）处的 Ｊａｃｏｂｉａ矩阵
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为Ｊ（０，０）＝
Ａ ０
０ －( )ＡＢＣ

。显然矩阵有一正一负的

特征根：λ１ ＝Ａ，λ２ ＝－ＡＢＣ，所以初始平衡点
Ｏ（０，０）为不稳定鞍点。
２）系统（５）在平衡点Ｑ１（１，０）处的Ｊａｃｏｂｉａ矩

阵为Ｊ（０，０）＝
－１－Ａ －１
０ Ｂ（１－Ｃ－ＡＣ( )），２个特征

值分别为：λ１＝－１－Ａ，λ２＝Ｂ １－Ｃ－( )ＡＣ。显
然，当１－Ｃ－ＡＣ＞０时，平衡点 Ｑ１（１，０）为系统
（５）的鞍点；当１－Ｃ－ＡＣ＜０时，平衡点Ｑ１（１，０）
为系统（５）的稳定焦点或结点。
３）系统（５）在平衡点 Ｑ ｘ，ｙ( ) 处的 Ｊａｃｏｂｉａ

矩 阵 为 Ｊ ｘ，ｙ( ) ＝

－２ｘ２＋ １－( )Ａｘ －ｘ

Ｂｙ １－( )Ｃ







０
，Ｊａｃｏｂｉａ矩阵的行

列式和矩阵的迹分别为：ＤｅｔＪ ｘ，ｙ( )( ) ＝

Ｂｘｙ １－( )Ｃ ＞０，ＴｒＪ ｘ，ｙ( )( ) ＝ －２ｘ２＋

１－( )Ａｘ ＝１－Ａ－Ｃ－ＡＣ１－Ｃ 。由动力系统稳定性

判定的知识［１０］可得：当１－Ｃ－ＡＣ＞０时，平衡点
Ｑｘ，ｙ( ) 为系统（５）的不稳定点；当１－Ｃ－ＡＣ＜
０时，平衡点Ｑ ｘ，ｙ( ) 为系统（５）的稳定焦点或
结点。定理１证明完毕。

定理２　当１－Ｃ－ＡＣ＜０时，系统（５）从Ｒ＋２
中任一点ｐｘｐ，ｙ( )ｐ出发的解有界。

证明　作直线ｘ＝ｌ１，ｌ１≥ｍａｘ｛ｘｐ，１｝，则当ｙ＞

０时，ｄｘｄｔｘ＝ｌ１
＝［（１－ｌ１）（ｘ＋Ａ）－ｙ］ｌ１＜０，故当系

统（５）的轨线与直线ｘ＝ｌ１相遇时，均从直线ｘ＝ｌ１
的右方穿入左方。作直线 ｙ＝ｌ２，ｌ２≥０，则当 ０＜

ｘ≤ｌ１时，
ｄｙ
ｄｔｙ＝ｌ２

＝Ｂｌ２［（１－Ｃ）ｘ－ＡＣ］＜Ｂｌ２（１－Ｃ

－ＡＣ）＜０。故当系统（５）的轨线与直线 ｙ＝ｌ２相
遇时，均从直线ｙ＝ｌ２的上方穿入左方。

由于ｘ＝０，ｙ＝０都是系统的轨线，于是由直
线ｘ＝０，ｙ＝０，ｘ＝ｌ１ｙ＝ｌ２可围成区域 Ｄ，系统（５）

从Ｒ＋２中任一点 ｐ（ｘｐ，ｙｐ）出发的解只能在该区域
内，所以有界。定理２成立。
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