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基于平衡损失函数的具有时间效应的

多合同信度模型

李新鹏ａ，朱　坤ａ，孙维霞ａ，杨　丽ａ，吴黎军ｂ

（新疆农业大学　ａ．数理学院；ｂ．数学与系统科学学院，乌鲁木齐　８３００５２）

摘　　　要：利用信度理论的方法，考虑制定的保费的公平性、合理性，以及各风险组之间具有

特殊的相依效应（时间效应），得到了平衡损失函数下具有时间效应的多合同模型的信度保费

和多合同Ｂüｈｌｍａｎｎ模型的信度保费，同时给出了结构参数的无偏估计，推广了经典信度理论。
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　　信度理论是精算学中最重要的保费厘定技

术。它是用保单持有人过去的索赔额数据来计算

保单组合的下一年保费的一种定价方法。现代信

度理论起源于 Ｂüｈｌｍａｎｎ，它给出了任意分布下的

净保费信度估计。信度保费为样本均值和聚合保

费的加权和，其中权重因子被称为信度因子［１］。



给定保单的过去 ｎ年的索赔额 Ｘ１，…，Ｘｎ，其

分布依赖于风险参数 Θ。由于风险的非其次性，

假设Θ是随机变量，具有先验分布ｈ（θ）。在Θ给

定条件下，Ｘｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）独立同分布，且分布

函数为 Ｈ（ｘ，θ）。通过保单持有人的前 ｎ年索赔

额Ｘ１，…，Ｘｎ来计算第Ｘｉ１，…，Ｘｉｎ年的保费。将保

费估计值限定在过去索赔额的线性组合中，根据

保单持有人的风险特征得到信度公式：

μ^（θ）＝ｚ珔Ｘ＋（１－ｚ）μ
其中：ｚ＝ｎτ２／（ｎτ２ ＋σ２）为信度因子，τ２ ＝

Ｖａｒ［Ｅ（Ｘｉ｜θ）］，σ
２＝Ｅ［Ｖａｒ（Ｘｉ｜θ）］，珔Ｘ＝∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ／ｎ

为样本均值；μ为聚合保费。

经典信度理论假定在风险参数给定下，一个

保单组合的不同保单索赔额之间独立且同一个保

单不同年索赔额之间也独立。但在实际应用中，

各个保单间是具有风险相依结构的，如同一次交

通事故可以导致多次索赔，地域临近的房屋面临

共同的火灾风险等。郑丹等［２］利用信度理论的方

法研究了具有时间变化效应的信度保费估计问

题，得到了对应的信度保费。Ｂｏｌａｎｃé等［３］研究了

索赔频率风险模型，得到了时间效应为自相关时

间序列时的信度保费。Ｆｒｅｅｓ等［４］在时间效应为

Ｓｔｕｄｅｎｔｔｃｏｐｕｌａ条件下研究了信度保费的估计问

题。温利民等［５］推广了 Ｂüｈｌｍａｎｎ和 Ｂüｈｌｍａｎｎ

Ｓｔｒａｕｂ模型，研究了具有共同随机效应的信度模

型，运用正交投影的方法，得到了信度保费。黄维

忠等［６］就平衡损失函数下具有共同随机效应的信

度保费问题进行了研究。

保险公司在制定下一年保费的时候，希望与

保险人心目中的保费相差较小。因此，本文提出

使用平衡损失函数，其既可以反映拟合优度，又能

反映估计的精确性。设第 ｉ个保单的目标估计为

δ０ｉ（Ｘ），它与过去的索赔数据有关，可以是保险公

司认可的保费。因此，定义的平衡损失函数为：

Ｌω，δ０（θ，θ^）＝ω（δ０（Ｘ）－θ^）
２＋

（１－ω）（θ－θ^）２ （１）

０≤ω≤１为权重因子，其取值不同反映了目标保

费与拟合程度的重要性不同。式（１）给出的平衡

损失函数在ω＝０时为经典信度理论中的平方损

失函数。平衡损失函数在近些年来应用较

广泛［６－８］。

本文既考虑了风险间的相关性，又考虑了保

费制定的公平性、合理性。因此，运用平衡损失函

数研究了风险组之间具有时间相依结构的多合同

信度模型，得到了相应的信度保费。

１　模型假设与准备

考虑Ｋ个保单构成一个保单组合，对于第ｉ个

保单，它的过去 ｎ年索赔额为 Ｘｉ１，…，Ｘｉｎ，假设每

个保单各年索赔额都有各自的风险参数，为 Θｉ１，

…，Θｉｎ，且这些风险参数具有某种相关结构。假

设如下：

假设１　给定时间效应 Θｉｊ＝θ时，索赔额 Ｘｉｊ
间独立且同分布，且Ｅ（Ｘｉｊ｜Θｉｊ）＝μ（Θｉｊ），Ｖａｒ（Ｘｉｊ｜

Θｉｊ）＝σ
２（Θｉｊ），ｉ＝１，２，…，Ｋ，ｊ＝１，２，…，ｎ＋１。

假设 ２　风险参数 Θｉｊ分布函数 ｈｉｊ（θ），且

Ｅ［μ（Θｉｊ）］＝μ，Ｅ［σ
２（Θｉｊ）］＝σ

２
ｉｊ，Ｃｏｖ［μ（Θｉｔ），

μ（Θｉｊ）］＝ａｉｔａｉｊ，ｉ＝１，…，Ｋ，ｊ，ｔ＝１，…，ｎ＋１。

假设３　本文使用的平衡损失函数为

Ｌ（Ａ，Ｂ）＝ω（δ０ｉ（Ｘ）－Ａ－ＢＸｉ）
２＋

（１－ω）（Ｘｉ，ｎ＋１－Ａ－ＢＸｉ）
２

为此，给出以下记号：

Ｘｉ＝（Ｘｉ１，…，Ｘｉｎ）′，Θｉ＝（Θｉ１，…，Θｉｎ）′

Ｘ＝（Ｘ１′，…，ＸＫ′）′，Θ ＝（Θ１′，…，ΘＫ′）′

δ０ｉ（Ｘ）为目标估计，Ｅ［δ０ｉ（Ｘ）］＝μδ，

Ｃｏｖ［δ０ｉ（Ｘ），Ｘｊｔ］＝ｄｉｊ，ｄ′ｉ＝（ｄｉ１，…，ｄｉＫ），ｉ，ｊ＝１，

…，Ｋ，ｔ＝１，…，ｎ。

本文目标为求解最优化问题：

Ｍｉｎ
Ａ，Ｂ
Ｅ［ω（δ０ｉ（Ｘ）－Ａ－ＢＸｉ）

２＋（１－ω）（Ｘｉ，ｎ＋１－Ａ－ＢＸｉ）
２］

（２）

　　引理１给出了具有时间效应的多合同信度模

型的重要性质。

引理１　在假设１和假设２下，有以下结果［９］：

① Ｘｉｊ的均值为
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Ｅ（Ｘｉｊ）＝μ，ｉ＝１，…，Ｋ，ｊ＝１，…，ｎ＋１

　　② 过去索赔和未来索赔的协方差为

Ｃｏｖ（Ｘｉ，ｎ＋１，Ｘｉ）＝ａｉ，ｎ＋１（ａｉ１，…，ａｉｎ）

　　③ Ｘｉ的协方差矩阵为

Ｃｏｖ（Ｘｉ，Ｘｉ）＝

σ２ｉ１



σ２











ｉｎ

＋

ａｉ１


ａ









ｉｎ

ａｉ１ … ａ( )ｉｎ

　　④ Ｘｉ的协方差矩阵的逆为

Ｃｏｖ（Ｘｉ，Ｘｉ）
－１ ＝

１／σ２ｉ１



１／σ２











ｉｎ

－

１

１＋∑
ｎ

ｊ＝１
ａ２ｉｊ／σ

２
ｉｊ

ａｉ１
σ２ｉ１


ａｉｎ
σ２

















ｉｎ

ａｉ１
σ２ｉ１

…
ａｉｎ
σ２( )
ｉｎ

　　引理２　假设（Ｘ′１×ｐ，Ｙ′１×ｑ）′为一随机向量，

期望和方差协方差矩阵分别为（μ′Ｘ，μ′Ｙ）′和

ΣＸＸΣＸＹ

ΣＹＸΣ( )
ＹＹ

，则当Ａ＝μＹ－ΣＹＸΣ
－１
ＸＸμＸ，Ｂ＝ΣＹＸΣ

－１
ＸＸ时，

期望损失 Ｅ（Ｙ－Ａ－ＢＸ）′（Ｙ－Ａ－ＢＸ）达到

最小［５］。

２　平衡损失函数下多合同信度模型的保费
估计

　　定理１为最优化问题（２）的解，即第个保单下

一年的信度保费估计。

定理１　在上述３个假设条件下，运用平衡损

失函数，通过求解最优化问题（２），得到Ｘｉ，ｎ＋１的最

优信度保费估计为：

Ｘ^ｉ，ｎ＋１ ＝ｚｉ１珔Ｘσａ ＋ｚｉ２珔Ｘσ＋ωμδ＋（１－ｚｉ１－ｚｉ２－ω）μ

其中：

ｚｉ１＝
（１－ω）ａｉ，ｎ＋１－ωｄｉｉ∑

ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ／σ

２
ｉｊ

１＋∑
ｎ

ｊ＝１
ａ２ｉｊ／σ

２
ｉｊ

·∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ／σ

２
ｉｊ，

珔Ｘσ ＝
∑
ｎ

ｊ＝１
１／σ２ｉｊＸｉｊ

∑
ｎ

ｊ＝１
１／σ２ｉｊ

，珔Ｘσａ ＝
Ｖａｉｊ／σ

２
ｉｊＸｉｊ

∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ／σ

２
ｉｊ

。

证明　引入一随机变量Ｙｉ＝Ｉδ０ｉ（Ｘ）＋（１－Ｉ）

Ｘｉ，ｎ＋１，其中Ｉ为０－１区间的随机变量，它独立于

其他的随机变量且Ｐ（Ｉ＝１）＝１－Ｐ（Ｉ＝０）＝ω。ω

为式（２）中的权重因子。因此，最优化问题（２）等

价于

Ｍｉｎ
Ａ，Ｂ
Ｅ［（Ｙｉ－Ａ－ＢＸｉ）′（Ｙｉ－Ａ－ＢＸｉ）］（３）

　　由引理２知，最优化问题（３）的解为：

Ｘ^ｉ，ｎ＋１＝μＹｉ＋ΣＹｉＸｉΣ
－１
ＸｉＸｉ（Ｘｉ－ＥＸｉ）

μＹｉ＝ＥＹｉ＝Ｅ［Ｅ（Ｙｉ｜Ｉ）］＝

ωＥ（Ｙｉ｜Ｉ＝１）＋（１－ω）Ｅ（Ｙｉ｜Ｉ＝０）＝

ωＥ［δ０ｉ（Ｘ）］＋（１－ω）ＥＸｉ，ｎ＋１＝

ωμδ＋（１－ω）μ

又因为Ｅ（Ｘｉ｜Ｉ）＝Ｅ（Ｘｉ）为一常数向量，所以

Ｃｏｖ［Ｅ（Ｙｉ｜Ｉ），Ｅ（Ｘｉ｜Ｉ）］＝０。由引理１知：

ΣＹｉＸｉ＝Ｃｏｖ（Ｙｉ，Ｘｉ）＝Ｅ［Ｃｏｖ（Ｙｉ，Ｘｉ｜Ｉ）］＋

Ｃｏｖ［Ｅ（Ｘｉ｜Ｉ），Ｅ（Ｙｉ｜Ｉ）］＝

ωＣｏｖ（Ｙｉ，Ｘｉ｜Ｉ＝１）＋

（１－ω）Ｃｏｖ（Ｙｉ，Ｘｉ｜Ｉ＝０）＝

ωＣｏｖ（δ０ｉ（Ｘ），Ｘｉ）＋

（１－ω）Ｃｏｖ（Ｘｉ，ｎ＋１，Ｘｉ）＝

ωｄｉｉ１ｎ′＋（１－ω）ａｉ，ｎ＋１（ａｉ１，…，ａｉｎ）

１ｎ为ｎ×１的全１向量，且

ｄｉｉ１ｎ′ΣＸｉＸ－１ｉ ＝
ｄｉｉ
σ２ｉ１

…
ｄｉｉ
σ２( )
ｉｎ

－

ｄｉｉ∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ／σ

２
ｉｊ

１＋∑
ｎ

ｊ＝１
ａ２ｉｊ／σ

２
ｉｊ

ａｉ１
σ２ｉ１

…
ａｉｎ
σ２( )
ｉｎ

ａｉ，ｎ＋１（ａｉ１，…，ａｉｎ）Σ
－１
ＸｉＸｉ＝

ａｉ，ｎ＋１

１＋∑
ｎ

ｊ＝１
ａ２ｉｊ／σ

２
ｉｊ

ａｉ１
σ２ｉ１

…
ａｉｎ
σ２( )
ｉｎ

因此，

ΣＹｉＸｉΣ
－１
ＸｉＸｉ ＝ωｄｉｉ

１
σ２ｉ１

…
１
σ２( )
ｉｎ
＋
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（１－ω）ａｉ，ｎ＋１－ωｄｉｉ∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ／σ

２
ｉｊ

１＋∑
ｎ

ｊ＝１
ａ２ｉｊ／σ

２
ｉｊ

ａｉ１
σ２ｉ１

…
ａｉｎ
σ２( )
ｉｎ

ΣＹｉＸｉΣＸｉＸ－１ｉ（Ｘｉ－ＥＸｉ）＝ｚｉ１珔Ｘ
σ
ａ＋ｚｉ２珔Ｘσ－（ｚｉ１＋ｚｉ２）μ

所以，Ｘｉ，ｎ＋１的最优估计为：

Ｘ^ｉ，ｎ＋１ ＝ｚｉ１珔Ｘσａ ＋ｚｉ２珔Ｘσ＋ωμδ＋（１－ｚｉ１－ｚｉ２－ω）μ

ｚｉ１，ｚｉ２，珔Ｘσａ，珔Ｘσ如定理所述，定理得证。

注记１　当ａｉｊ＝ａ，σ
２
ｉｊ＝σ

２，ｉ＝１，…，Ｋ，ｊ＝

１，…，ｎ＋１时，ｚｉ１ ＝
ｎａ２

ｎａ２＋σ２
＝ｚ，ｚｉ２ ＝０，珔Ｘσａ ＝

∑
ｎ

ｊ＝１
Ｘｉｊ

ｎ ＝珔Ｘｉ，信度估计为：^Ｘｉ，ｎ＋１ ＝ｚ珔Ｘｉ＋（１－ｚ）μ，

即退化为经典的Ｂüｈｌｍａｎｎ模型的信度估计。

注记２　当ａｉｊ＝ａ，σ
２
ｉｊ＝σ

２，ｉ＝１，…，Ｋ，ａｉｊ＝

ａ，σ２ｉｊ ＝σ
２，ｉ＝１，…，Ｋ，ｊ＝１，…，ｎ时，ｚｉ１ ＝

（１－ω）ｎａ２σ２－ωｄｉｉｎ
２ａ２

σ４＋ｎａ２σ２
，ｚｉ２ ＝ωｄｉｉｎ／σ

２，珔Ｘσａ ＝

珔Ｘσ ＝珔Ｘｉ＝
１
ｎ∑

ｎ

ｊ＝１
Ｘｉｊ，Ｘ^ｉ，ｎ＋１＝ｚ珔Ｘｉ＋ωμδ＋（１－ｚ－

ω）μ，其中ｚ＝（１－ω） ｎａ２

ｎａ２＋σ２
＋ω

ｎｄｉｉ
ｎａ２＋σ２

为平衡

损失函数下多合同Ｂüｈｌｍａｎｎ模型的信度估计。

注记３　由于结构参数（ａｉｊ，σ
２
ｉｊ）较多，假设

ａｉｊ＝ａ，σ
２
ｉｊ＝σ

２，ｉ＝１，…，Ｋ，ｊ＝１，…，ｎ，ａｉｊ＝ａ，σ
２
ｉｊ＝

σ２，ｉ＝１，…，Ｋ，ｊ＝１，…，ｎ，则结构参数μ的无偏估

计为

μ^＝ １ｎＫ∑
Ｋ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
Ｘｉｊ

结构参数σ２的无偏估计为

σ^２ ＝ １
（ｎ－１）Ｋ∑

Ｋ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
（Ｘｉｊ－珔Ｘｉ）

２

其中 珔Ｘｉ＝
１
ｎ∑

ｎ

ｊ＝１
Ｘｉｊ。

结构参数ａ２的无偏估计为

ａ^２ ＝ １
Ｋ－１∑

Ｋ

ｉ＝１
（珔Ｘｉ－Ｘ）

２－１ｎσ^
２

其中Ｘ＝ １ｎＫ∑
Ｋ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
Ｘｉｊ。

３　结束语

本文在平衡损失函数下研究了具有时间效应

的多合同信度模型，得到了相应的信度保费，推广

了经典的信度理论，且基于所得结论给出了平衡

损失函数下多合同 Ｂüｈｌｍａｎｎ模型的信度估计和

基本结构参数μ，σ２，ａ２的无偏估计。
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