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双层位势问题新的基本解法公式

郭　璇，张耀明

（山东理工大学 理学院，山东 淄博 ２５５０４９）

摘　　　要：基于单层位势和叠加原理的传统的基本解法，在求解某些有限域问题时，虚边界位

置的选择会受到一定的限制，在求解某些无限域问题时可能会无解。为此提出了基于双层位势

和叠加原理的改进的基本解法，避免了传统基本解法的不足。该方法适合求解任何边值问题，

其特点是有限域问题和无限域问题的基本解法公式具有不同的形式。
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　　基本解法（ＭＦＳ）是由Ｋｕｐｒａｄｚｅ和Ａｌｅｋｓｉｄｚｅ［１］

在２０世纪６０年代提出的一种著名的边界型数值

方法。基本解法的优点是不需要划分网格或者单

元，也不需要边界积分，同时避免了边界元法中的

奇异性和几乎奇异性，具有程序设计简单、计算速

度快、计算精度高等优点，至今已被广泛应用于各



个领域，取得了很好的效果［２－８］。然而，基于单层

位势和叠加原理的传统的基本解法具有一定的局

限性，如在求解某些有限域问题时，虚边界位置的

选择会受到一定的限制，在求解某些无限域问题

时可能无解。此外，基本解法的数值解的精度与

虚拟边界的选取位置密切相关，距离太近无法避

免基本解的奇异性，距离太大有时可能导致线性

系统矩阵高度病态，不能求得问题的有效解。虚、

实边界之间的“距离选择”一直是一个未能很好解

决的问题，一般靠研究者的经验和误差实验进行

判断。针对这些情况，文献［９－１０］分析了距离选

择与问题解的性态之间的关系，结果表明：当问题

的解可以解析开拓时，虚、实边界之间的“最大距

离”不受限制。文献［１１］借鉴等价间接边界积分

方程的形式改进了基于单层位势基本解法公式，

并对基本解法线性系统矩阵进行了规则化，应用

于薄体结构问题的研究，但没有从理论上分析方

法的合理性。本文从理论和数值实验两方面对传

统基本解法的局限性进行了分析，并在此基础上

提出了基于双层位势的基本解法。

１　边值问题

本文假定 Ω是 Ｒ２中的一个有界域，Ωｃ是其

开补，Γ＝Ω是它们共同的边界。有界域 Ω上的

边值问题是［９］

２ｕ（ｘ）＝０， ｘ∈Ω

ｕ（ｘ）＝珔ｕ（ｘ）， ｘ∈Γｕ

ｕ（ｘ）
ｎ

＝珋ｑ（ｘ）， ｘ∈Γ










ｑ

（１）

　　无限域Ωｃ上的边值问题是

２ｕ（ｘ）＝０， ｘ∈Ωｃ

ｕ（ｘ）＝珔ｕ（ｘ）， ｘ∈Γｕ

ｕ（ｘ）
ｎ

＝珋ｑ（ｘ）， ｘ∈Γ·ｑ

ｌｉｍ
｜ｘ｜→∞

｜ｕ（ｘ）｜＝Ｏ（１











 ）

（２）

式（１）～（２）中：２为拉普拉斯算子；ｎ为边界外

法线；Γｕ，Γｑ分别是 ｕ和ｕ／ｎ已知的边界。二

维位势问题控制方程的基本解为

ｕ（ｘ，ｙ）＝－１２π
ｌｎｒ （３）

式中ｘ＝（ｘ１，ｘ２），ｙ＝（ｙ１，ｙ２）分别为场点和源点，

ｒ＝（ｘ１－ｙ１）
２＋（ｘ２＋ｙ２）槡

２为两点之间的距离。

２　传统的基本解法的局限性

传统基本解法的公式是

ｕＭＦＳ（ｙ）＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｕ（ｘｊ，ｙ）

ｕＭＦＳ（ｙ）
ｌ

＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊ
ｕ（ｘｊ，ｙ）


{
ｌ

（４）

这里ｌ＝ｌ（ｙ）是在点ｙ处的任一方向。

笔者发现：传统的基本解法式（４）不具有普遍

适用性。对某些内边值问题，虚边界（虚源位置）

的选择受到一定的限制，对于某些外边值问题，基

本解法失效。

考虑一个内边值问题：

Δｕ＝０ ，ｉｎＢｒ（０）

ｕ（ｘ）＝ｘ１＋ｘ２＋１ ，ｏｎＢｒ（０
{ ）

（５）

这里Ｂｒ（０）是以坐标原点为中心、半径为 ｒ＜１的

圆域，Ｂｒ（０）是Ｂｒ（０）的边界。显然问题（５）的解

析解是ｕ（ｘ）＝ｘ１＋ｘ２＋１，于是ｕ（０）＝１。现在用

基本解式（４）求解问题（５）。假设所选的虚源节

点ｘｊ（ｊ＝１，…，ｎ）位于单位圆周Ｂ１上，那么对于

基本解法式（４），无论｛ａｊ｝取何值，总有ｕＭＦＳ（０）＝

０，因此对于任意的ｒ＜１，相应的边值问题（５）的解

总不能由基本解式（４）求得，表明虚边界的选择受

到一定的限制。

数值结果也表明了这一点。在应用传统基本

解式（４）求解问题（５）时，取 ｒ＝１／２，选择４４个均

布的虚源点位于单位圆周上。表１给出了部分边

界节点上边界通量ｕ／ｎ的数值结果，表２给出了

内点温度的数值结果。从表１和表２可看出：无

论是内点计算，还是边界点计算，结果都不正确，

验证了前面的理论分析。
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表１　边界法向通量的数值结果

ｘ１ ｘ２ 精确解 数值解

０．４９８７２６１Ｅ＋００ ０．３５６６９５９Ｅ－０１ ０．９８９８２１４Ｅ＋００ ０．１９７８８２７Ｅ＋０４

０．１７４７３２１Ｅ＋００ ０．４６８４７４９Ｅ＋００ －０．７５５７４９６Ｅ＋００ ０．２５０８４１２Ｅ＋０２

－０．３５３５５３４Ｅ＋００ ０．３５３５５３４Ｅ＋００ －０．２２２０４４６Ｅ－１５ ０．６７８１１８５Ｅ＋０１

－０．４６８４７４９Ｅ＋００ －０．１７４７３２１Ｅ＋００ ０．７５５７４９６Ｅ＋００ ０．６６４７８８５Ｅ＋０１

－０．３５６６９５９Ｅ－０１ －０．４９８７２６１Ｅ＋００ －０．９８９８２１４Ｅ＋００ ０．１５４５０１９Ｅ＋０２

０．４３８８３９５Ｅ＋００ －０．２３９６２４５Ｅ＋００ ０．５４０６４０８Ｅ＋００ ０．２３１４４２７Ｅ＋０３

表２　内点温度的数值结果

ｘ１ ｘ２ 精确解 数值解

０．０００００００Ｅ＋００ ０．０００００００Ｅ＋００ ０．５００００００Ｅ＋０１ ０．７２５２８０４Ｅ－０７

０．１００００００Ｅ＋００ ０．１００００００Ｅ＋００ ０．５００００００Ｅ＋０１ －０．１４８２９３７Ｅ＋０１

０．１００００００Ｅ＋００ ０．２００００００Ｅ＋００ ０．４９７００００Ｅ＋０１ ０．３０８４８７０Ｅ＋００

０．１００００００Ｅ＋００ ０．３００００００Ｅ＋００ ０．４９２００００Ｅ＋０１ ０．２１５９１３８Ｅ＋０１

０．１００００００Ｅ＋００ ０．４００００００Ｅ＋００ ０．４８５００００Ｅ＋０１ ０．３７３０９８１Ｅ＋０１

　　现在考虑如下外边值问题

Δｕ＝０ ，ｉｎΩｃ

ｕ（ｘ）＝珔ｕ０ ，ｏｎΓ

ｌｉｍ
｜ｘ｜→∞

｜ｕ（ｘ）｜＝Ｃ ，ａｔ{ ∞

（６）

只要Ｃ≠０，例如 ｕ（ｘ）＝
ｘ１
ｘ２１＋ｘ

２
２
＋５，基本解法（４）

就无法正确求解。事实上，对于基本解式（４），不

难证明：当∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊ＝０，ｌｉｍ｜ｙ｜→∞ｕＭＦＳ（ｙ）→０；当∑

ｎ

ｊ＝１
ｃｊ≠

０时，ｕＭＦＳ（ｙ）＝Ｏ（ｌｎ｜ｙ｜）（ｙ→∞）。

例如，考虑如下边值问题

Δｕ＝０ ，ｉｎΩｃ＝Ｒ２－Ｂ１（０）

ｕ（ｘ）＝珔ｕ０（ｘ） ，ｏｎＢ１（０）

ｌｉｍ
｜ｘ｜→∞

｜ｕ（ｘ）｜＝５ ，ａｔ{
∞

（７）

这里 Ｂ１（０）是中心在原点、半径为 １的圆域，

Ｂ１（０）是其边界，珔ｕ０（ｘ）＝
ｘ１
ｘ２１＋ｘ

２
２
＋５。

在应用传统基本解式（４）求解问题（７）时，４４
个虚源点均布在半径为０．５的圆周上。表３给出
了部分边界节点上边界通量ｕ／ｎ的数值结果，表
４给出了内点温度的数值结果。从表３和表４可
看出：内点和边界点的数值结果都不正确，验证了

前面的理论分析。

表３　内点温度的数值结果

ｘ１ ｘ２ 精确解 数值解 相对误差

０．１００００００Ｅ＋０１ ０．２００００００Ｅ＋０１ ０．５２０００００Ｅ＋０１ －０．１５７０８２６Ｅ＋１０ ０．３０２０８１９Ｅ＋１１

０．１００００００Ｅ＋０１ ０．５００００００Ｅ＋０１ ０．５０３８４６２Ｅ＋０１ －０．３１７９９３１Ｅ＋１０ ０．６３１１３１４Ｅ＋１１

０．２００００００Ｅ＋０１ ０．２００００００Ｅ＋０１ ０．５２５００００Ｅ＋０１ －０．２０２９５５３Ｅ＋１０ ０．３８６５８１６Ｅ＋１１

０．２００００００Ｅ＋０１ ０．６００００００Ｅ＋０１ ０．５０５００００Ｅ＋０１ －０．３６００３７９Ｅ＋１０ ０．７１２９４６３Ｅ＋１１

０．３００００００Ｅ＋０１ ０．８００００００Ｅ＋０１ ０．５０４１０９６Ｅ＋０１ －０．４１８７５２６Ｅ＋１０ ０．８３０６７７８Ｅ＋１１
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表４　边界法向通量的数值结果

ｘ１ ｘ２ 精确解 数值解 相对误差

０．９９７４５２１Ｅ＋００ ０．７１３３９１８Ｅ－０１ ０．９９７４５２１Ｅ＋００ ０．１９５２０１９Ｅ＋１０ ０．１９５７００５Ｅ＋１２

０．３４９４６４２Ｅ＋００ ０．９３６９４９７Ｅ＋００ ０．３４９４６４２Ｅ＋００ ０．１９５２０１８Ｅ＋１０ ０．５５８５７４５Ｅ＋１２

－０．７０７１０６８Ｅ＋００ ０．７０７１０６８Ｅ＋００ －０．７０７１０６８Ｅ＋００ ０．１９５２０１８Ｅ＋１０ ０．２７６０５７０Ｅ＋１２

－０．９３６９４９７Ｅ＋００ －０．３４９４６４２Ｅ＋００ －０．９３６９４９７Ｅ＋００ ０．１９５２０１８Ｅ＋１０ ０．２０８３３７５Ｅ＋１２

－０．７１３３９１８Ｅ－０１ －０．９９７４５２１Ｅ＋００ －０．７１３３９１８Ｅ－０１ ０．１９５２０１８Ｅ＋１０ ０．２７３６２４９Ｅ＋１３

０．８７７６７９０Ｅ＋００ －０．４７９２４９０Ｅ＋００ ０．８７７６７９０Ｅ＋００ ０．１９５２０１８Ｅ＋１０ ０．２２２４０６８Ｅ＋１２

３　基于双层位势的基本解法

为了避免传统基本解法的不足，本文提出基

于双层位势的基本解法。对于内边值问题（１），基

本解法公式是

ｕ（ｘ）＝∑
ｎ

ｊ＝１
ａｊ
ｕ（ｘ，ｙｊ）
ｎｙｊ

ｕ（ｘ）
ｎｘ

＝∑
ｎ

ｊ＝１
ａｊ
２ｕ（ｘ，ｙｊ）
ｎｘｎｙ











ｊ

（８）

　　现在应用基于双层位势的基本解法式（８）求

解问题（５），仍取ｒ＝１／２。同样地，选择４４个虚源

点均布于单位圆周Ｂ１（０）上。表５给出了内点温

度的数值结果，表６给出了部分边界点上的法向

通量ｕ／ｎ的数值结果。从表５和表６可以看出：

无论是内点温度的数值结果还是边界量的数值结

果都达到了很高的精度。这表明：基本解式（８）完

全避免了传统的基本解式（４）的弊病。

对于外边值问题（２），基于双层位势的基本解

法公式是

∑
ｎ

ｊ＝１
ａｊ＝０

ｕ（ｘ）＝∑
ｎ

ｊ＝１
ａｊ
ｕ（ｘ，ｙｊ）
ｎｙｊ

＋Ｃ

ｕ（ｘ）
ｎｘ

＝∑
ｎ

ｊ＝１
ａｊ
２ｕ（ｘ，ｙｊ）
ｎｘｎｙ















ｊ

（８）

　　现在应用基本解法式（８）来求解问题（３）。

同样地，选择４４个虚源点均布于半径为０．５的圆

周上。表７给出了内点温度的数值结果，表８给

出了部分边界点上的法向通量ｕ／ｎ的数值结果。

从表７和表８可以看出：无论是内点温度的数值

结果还是边界量的数值结果都达到了很高的精

度。这表明：基本解式（８）完全地避免了传统的基

本解式（４）的弊病。

表５　内点温度的数值结果

ｘ１ ｘ２ 精确解 数值解 相对误差

０．０００００００Ｅ＋００ ０．０００００００Ｅ＋００ ０．５００００００Ｅ＋０１ ０．５００００００Ｅ＋０１ ０．７３４３０８０Ｅ－０７

０．１００００００Ｅ＋００ ０．１００００００Ｅ＋００ ０．５００００００Ｅ＋０１ ０．５００００００Ｅ＋０１ ０．９５２０９４４Ｅ－０７

０．１００００００Ｅ＋００ ０．２００００００Ｅ＋００ ０．４９７００００Ｅ＋０１ ０．４９７００００Ｅ＋０１ ０．６８８７２９６Ｅ－０７

０．１００００００Ｅ＋００ ０．３００００００Ｅ＋００ ０．４９２００００Ｅ＋０１ ０．４９２００００Ｅ＋０１ ０．４１２０５７９Ｅ－０７

０．１００００００Ｅ＋００ ０．４００００００Ｅ＋００ ０．４８５００００Ｅ＋０１ ０．４８５００００Ｅ＋０１ ０．１６９８９４３Ｅ－０７

８６１ 重 庆 理 工 大 学 学 报




表６　边界法向通量的数值结果

ｘ１ ｘ２ 精确解 数值解 相对误差

０．４９８７２６１Ｅ＋００ ０．３５６６９５９Ｅ－０１ ０．９８９８２１４Ｅ＋００ ０．９８９９６６８Ｅ＋００ ０．１４６８６９４Ｅ－０３

０．１７４７３２１Ｅ＋００ ０．４６８４７４９Ｅ＋００ －０．７５５７４９６Ｅ＋００ －０．７５５７４７７Ｅ＋００ ０．２４４７２５３Ｅ－０５

－０．４６８４７４９Ｅ＋００ －０．１７４７３２１Ｅ＋００ ０．７５５７４９６Ｅ＋００ ０．７５５７５００Ｅ＋００ ０．５５７６１８２Ｅ－０６

－０．３５６６９５９Ｅ－０１ －０．４９８７２６１Ｅ＋００ －０．９８９８２１４Ｅ＋００ －０．９８９８２０３Ｅ＋００ ０．１１７６７８９Ｅ－０５

０．４３８８３９５Ｅ＋００ －０．２３９６２４５Ｅ＋００ ０．５４０６４０８Ｅ＋００ ０．５４０６５７８Ｅ＋００ ０．３１５０１１９Ｅ－０４

表７　内点温度的数值结果

ｘ１ ｘ２ 精确解 数值解 相对误差

０．１００００００Ｅ＋０１ ０．２００００００Ｅ＋０１ ０．５２０００００Ｅ＋０１ ０．５２０００００Ｅ＋０１ ０．３７６２８８１Ｅ－０７

０．１００００００Ｅ＋０１ ０．５００００００Ｅ＋０１ ０．５０３８４６２Ｅ＋０１ ０．５０３８４６１Ｅ＋０１ ０．４０４９１４６Ｅ－０７

０．２００００００Ｅ＋０１ ０．２００００００Ｅ＋０１ ０．５２５００００Ｅ＋０１ ０．５２５００００Ｅ＋０１ ０．５２８４３８７Ｅ－０７

０．２００００００Ｅ＋０１ ０．６００００００Ｅ＋０１ ０．５０５００００Ｅ＋０１ ０．５０５００００Ｅ＋０１ ０．４２８０４３２Ｅ－０７

０．３００００００Ｅ＋０１ ０．８００００００Ｅ＋０１ ０．５０４１０９６Ｅ＋０１ ０．５０４１０９６Ｅ＋０１ ０．４３３４５１０Ｅ－０７

表８　边界法向通量的数值结果

ｘ１ ｘ２ 精确解 数值解 相对误差

０．９９７４５２１Ｅ＋００ ０．７１３３９１８Ｅ－０１ ０．９９７４５２１Ｅ＋００ ０．９９７４９３７Ｅ＋００ ０．４１６５６７２Ｅ－０４

０．３４９４６４２Ｅ＋００ ０．９３６９４９７Ｅ＋００ ０．３４９４６４２Ｅ＋００ ０．３４９４６４７Ｅ＋００ ０．１５１２６７６Ｅ－０５

－０．７０７１０６８Ｅ＋００ ０．７０７１０６８Ｅ＋００ －０．７０７１０６８Ｅ＋００ －０．７０７１０６６Ｅ＋００ ０．１９４９０４０Ｅ－０６

－０．９３６９４９７Ｅ＋００ －０．３４９４６４２Ｅ＋００ －０．９３６９４９７Ｅ＋００ －０．９３６９４９６Ｅ＋００ ０．１２８５２７６Ｅ－０６

－０．７１３３９１８Ｅ－０１ －０．９９７４５２１Ｅ＋００ －０．７１３３９１８Ｅ－０１ －０．７１３３８８５Ｅ－０１ ０．４６６６７２８Ｅ－０５

０．８７７６７９０Ｅ＋００ －０．４７９２４９０Ｅ＋００ ０．８７７６７９０Ｅ＋００ ０．８７７６８３９Ｅ＋００ ０．５５４６１１４Ｅ－０５

４　结束语

传统的基本解法基于单层位势和叠加原理，

具有一定局限性。本文从理论和数值计算两方面

进行了分析，提出了基于双层位势和叠加原理的

基本解法，可适合于求解任何边值问题。
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