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摘　　　要：阐述了范数拓扑下赋范空间中无穷级数的无条件收敛性、子列收敛性、有界乘子收
敛性、重排收敛性和符号收敛性及对应的Ｃａｕｃｈｙ性质的定义及其之间的关系，回顾了级数绝对
收敛性与无条件收敛性的关系，阐述了上述５种收敛性在弱拓扑下的Ｂａｎａｃｈ空间中的定义，给
出了其相互关系的完整证明，比较了与范数拓扑下的异同。
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　　赋范空间中，可在范数拓扑或弱拓扑下定义

无穷级数∑
∞

ｉ＝１
ｘｉ的收敛性。这样的收敛性在某些条

件下是否具有稳定性，例如换序和有界乘子变换

等，即本文讨论的无条件收敛性。这一性质与

Ｂａｎａｃｈ空间的诸多研究领域有着深刻的联系：

ＬＥＢＥＤＥＶＡＥＡ等［１－３］研究了Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中小波

框架展开的无条件收敛性、收敛常数及连续函数

小波展开的无条件收敛性；ＡＢＡＤＪＬ等［４－６］研究

了Ｂａｎａｃｈ空间中基的随机无条件收敛性、与经典

定义之间的联系及向量值 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ级数的情况；

ＧＯＧＯＬＡＤＺＥＬＤ等［７－８］讨论了有界变差函数关

于标准正交基的 Ｆｏｕｒｉｅｒ级数和 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中标

准正交基的无条件收敛性；ＳＡＡＶＥＤＲＡ ＦＬ

等［９－１０］讨论了无条件收敛性在矩阵可和性和 Ｂａ

ｎａｃｈ空间概率论中的应用；ＦＥＲＮＡＮＤＥＺＣ等［１１］

研究了无条件收敛乘子；ＫＡＲＡＫＵＳＭ等［１２－１３］分

别推广了几乎收敛性和研究了算子值级数、向量

值乘子的几乎可和性及求和算子的弱紧性；ＦＥＲ

ＮＡＮＤＥＺＣ等［１４］证明了 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中的无条件

可和序列可被分解为一列平方可和的数列与一个

Ｂｅｓｓｅｌ序列的乘积；ＳＥＥＧＥＲＡ等［１５］研究了以

Ｈａｒｒ系统为无条件基的 Ｓｏｂｏｌｅｖ空间中的 Ｈａｒｒ投

影数及无条件收敛性等。

本文中，假定 Ｘ( )，· 是实数域 Ｒ上的

Ｂａｎａｃｈ空间．Ｘ是Ｘ上有界线性泛函全体按算子

范数所成的 Ｂａｎａｃｈ空间；ＳＸ和 ＢＸ分别表示 Ｘ的

单位球面｛ｘ∈Ｘ∶ ｘ ＝１｝和闭单位球｛ｘ∈
Ｘ∶ｘ≤１｝；记Ｐｆ（Ｎ）是自然数集 Ｎ的全体有限

子集（含空集）构成的集族；ｓｇｎ（·）是 Ｒ上的符号

函数，其定义为

ｓｇｎ（ｘ）＝
１，ｘ≥０
－１，ｘ＜{ ０

　　若部分和序列 ｓｎ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ( )ｉ

∞

ｎ＝１
是 Ｘ中的

Ｃａｕｃｈｙ列，则称级数∑
∞

ｉ＝１
ｘｉ满足 Ｃａｕｃｈｙ条件或

∑
∞

ｉ＝１
ｘｉ是Ｃａｕｃｈｙ级数。若π是自然数集Ｎ到自身

的一个双射，则称其为 Ｎ的一个重排。级数的无

条件 Ｃａｕｃｈｙ性质等及对应的收敛性有如下
定义［１６］。

定义１　Ｘ是赋范空间，（ｘｉ）∞ｉ＝１是 Ｘ中的
序列。

（ｉ）称∑
∞

ｉ＝１
ｘｉ是无条件 Ｃａｕｃｈｙ（相应地，无条

件收敛）级数，若（相应地，ｘ∈Ｘ满足）ε＞０，

Ｆ０∈Ｐｆ（Ｎ），使得 Ｆ∈Ｐｆ（Ｎ）且 Ｆ∩Ｆ０＝时，

有 ∑
ｉ∈Ｆ
ｘｉ ＜ε（相应地，当ＦＦ０时，∑

ｉ∈Ｆ
ｘｉ－ｘ ＜

ε）。

（ｉｉ）称∑
∞

ｉ＝１
ｘｉ是子列 Ｃａｕｃｈｙ（相应地，子列收

敛）级数，若对 Ｎ中任意递增数列（ｉｋ）∞ｋ＝１，级数

∑
∞

ｋ＝１
ｘｉｋ满足Ｃａｕｃｈｙ条件（相应地，在Ｘ中收敛）。

（ｉｉｉ）称∑
∞

ｉ＝１
ｘｉ是有界乘子Ｃａｕｃｈｙ（相应地，有

界乘子收敛）级数，若对 Ｒ中任意有界序列

（ａｉ）∞ｉ＝１，∑
∞

ｉ＝１
ａｉｘｉ满足 Ｃａｕｃｈｙ条件（相应地，在 Ｘ

中收敛）。

（ｉｖ）称∑
∞

ｉ＝１
ｘｉ是重排Ｃａｕｃｈｙ（相应地，重排收

敛）级数，若对 Ｎ的任意重排 π，∑
∞

ｉ＝１
ｘπ（ｉ） 满足

Ｃａｕｃｈｙ条件（相应地，在Ｘ中收敛）。

（ｖ）称∑
∞

ｉ＝１
ｘｉ是符号 Ｃａｕｃｈｙ（相应地，符号收

敛）级数，若对任意只取值于｛１，－１｝的序列

（εｉ）∞ｉ＝１，∑
∞

ｉ＝１
εｉｘｉ满足 Ｃａｕｃｈｙ条件（相应地，在 Ｘ

中收敛）。

集族Ｐｆ（Ｎ）在集合的包含关系下是一个有向
集，记为（Ｐｆ（Ｎ），）。若 Ｆ∈Ｐｆ（Ｎ），记 ｓＦ ＝

∑
ｉ∈Ｆ
ｘｉ，则｛ｓＦ∶Ｆ∈Ｐｆ（Ｎ）｝是Ｘ中的网，定义１（ｉ）

中的收敛即｛ｓＦ∶Ｆ∈Ｐｆ（Ｎ）｝网收敛于ｘ。记ｓｎ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ，易见通常的序列（特别地，｛ｓｎ∶ｎ∈Ｎ｝）是

一种特殊形式的网，故｛ｓＦ∶Ｆ∈Ｐｆ（Ｎ）｝的网收敛

蕴涵（ｓｎ）∞ｎ＝１的序列收敛，即级数的无条件收敛性

蕴涵收敛性［１７－１８］。
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定理１
（ｉ）若Ｘ是赋范空间，定义１中的５种Ｃａｕｃｈｙ

性质等价。

（ｉｉ）若Ｘ是赋范空间，定义１中的５种收敛
性质有如下关系：有界乘子收敛符号收敛子
列收敛无条件收敛重排收敛。

（ｉｉｉ）若Ｘ是Ｂａｎａｃｈ空间，定义１中的五种收
敛性质等价。

命题 １　Ｘ是赋范空间， ｘ( )ｉ
∞
ｉ＝１是 Ｘ中的

序列。

（ｉ）若∑
∞

ｉ＝１
ｘｉ是无条件 Ｃａｕｃｈｙ级数且收敛于

ｘ∈Ｘ，则∑
∞

ｉ＝１
ｘｉ无条件收敛于ｘ。

（ｉｉ）若∑
∞

ｉ＝１
ｘｉ是重排收敛的，则对Ｎ的任意重

排π，∑
∞

ｉ＝１
ｘπ（ｉ）收敛于同一极限。

以下２个定理说明了Ｂａｎａｃｈ空间中级数的无
条件收敛性与绝对收敛性的关系，其中 Ｄｖｏｒｅｔｓｋｙ
Ｒｏｇｅｒｓ定理在［１９］ＣｈａｐｔｅｒＶＩ中有详细讨论。

定理２
（ｉ）Ｂａｎａｃｈ空间中，级数的绝对收敛性蕴涵

无条件收敛性。

（ｉｉ）若 Ｘ( )，· 是有限维空间，则 Ｘ中级数
的无条件收敛性与绝对收敛性等价。

定理（ＤｖｏｒｅｔｓｋｙＲｏｇｅｒｓ）每个无限维 Ｂａｎａｃｈ
空间中都存在无条件收敛但不绝对收敛的级数。

若对任意 ｆ∈Ｘ，ｆ（ｘｉ( )）∞
ｉ＝１在 Ｒ中收敛，由

共鸣定理知 ｘ( )ｉ
∞
ｉ＝１有界。定义

ｘ ∶Ｘ →Ｒ，ｘ（ｆ）＝ｌｉｍ
ｉ→∞
ｆ（ｘｉ），

易见

ｘ（ｆ） ＝ｌｉｍ
ｉ→∞
ｆ（ｘｉ） ＝ｌｉｍｉｎｆｉ→∞

ｆ（ｘｉ）≤

ｌｉｍｉｎｆ
ｉ→∞

ｆ· ｘｉ

即 ｓｕｐ
ｆ∈Ｘ

ｘ（ｆ）
ｆ ≤ｌｉｍｉｎｆ

ｉ→∞
ｘｉ，故 ｘ∈Ｘ。但当 Ｘ

不是自反空间，即Ｘ到Ｘ的典范映射Ｊ不是满射
时，不能保证存在 ｘ∈Ｘ，使得 ｆ（ｘ）＝ｘ（ｆ）对任
意ｆ∈Ｘ都成立，即（ｘｉ）∞ｉ＝１的弱极限未必存在。
因此不再讨论Ｘ中级数的相关弱 Ｃａｕｃｈｙ性质，直

接给出弱无条件收敛的定义。

定义２　Ｘ是 Ｂａｎａｃｈ空间，（ｘｉ）∞ｉ＝１是 Ｘ中的

序列。

（ｉ）称∑
∞

ｉ＝１
ｘｉ弱无条件收敛，若ｘ∈ Ｘ满足

ｆ∈Ｘ，∑
∞

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ）无条件收敛于ｆ（ｘ）。

（ｉｉ）称∑
∞

ｉ＝１
ｘｉ弱子列收敛，若对Ｎ中任意递增

数列 ｉ( )
ｋ
∞
ｋ＝１，∑

∞

ｋ＝１
ｘｉｋ在Ｘ中弱收敛。

（ｉｉｉ）称∑
∞

ｉ＝１
ｘｉ弱有界乘子收敛，若对任意有

界实数列 ａ( )
ｉ
∞
ｉ＝１，∑

∞

ｉ＝１
ａｉｘｉ在Ｘ中弱收敛。

（ｉｖ）称∑
∞

ｉ＝１
ｘｉ弱重排收敛，若对自然数集的任

意重排π，∑
∞

ｉ＝１
ｘπ（ｉ）在Ｘ中弱收敛。

（ｖ）称∑
∞

ｉ＝１
ｘｉ弱符号收敛，若对任意取｛１，－

１｝的序列 ε( )
ｉ
∞
ｉ＝１，∑

∞

ｉ＝１
εｉｘｉ在Ｘ中弱收敛。

为了完整证明上述５种弱收敛性质之间的关

系，首先需要如下几个结论。

命题２　Ｘ是赋范空间，１≤ｊ≤ｍ，ｘ（ｊ）( )ｉ
∞
ｉ＝１是

Ｘ中的序列，且∑
∞

ｉ＝１
ｘ（ｊ）ｉ 收敛于 ｘｊ∈ Ｘ。记 Ｆ＝

｛１，２，…，ｍ｝，映射θ∶Ｆ×Ｎ→Ｎ满足：

１）θ是双射；

２）对每个ｊ，当 ｉ１＜ｉ２时，θ（ｊ，ｉ１）＜θ（ｊ，ｉ２）。

令ｘ′θ（ｊ，ｉ）＝ｘ
（ｊ）
ｉ ，则 ∑

∞

θ（ｊ，ｉ）＝１
ｘ′θ（ｊ，ｉ）收敛于∑

ｍ

ｊ＝１
ｘｊ。

证明　由∑
∞

ｉ＝１
ｘ（ｊ）ｉ 收敛于ｘｊ知ε＞０，Ｎ，当

ｎ≥Ｎ时，∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ（ｊ）ｉ －ｘｊ＜

ε
ｍ（１≤ｊ≤ｍ）。

任取ｎ∈Ｎ，令 ｎｊ＝ ｍａｘ
１≤θ（ｊ，ｉ）≤ｎ

ｉ，Ａ（ｊ）ｎ ＝｛ｘ
（ｊ）
ｉ ∶ｉ∈

Ｎ｝∩｛ｘ′θ（ｊ，ｉ）∶１≤θ（ｊ，ｉ）≤ｎ｝，则有Ａ
（ｊ）
ｎ ＝｛ｘ

（ｊ）
ｉ ∶１≤

ｉ≤ｎｊ｝（一方面，若 ｘ
（ｊ）
ｉ ∈Ａ

（ｊ）
ｎ ，则１≤θ（ｊ，ｉ）≤ｎ，由

ｎｊ定义知 ｉ≤ｎｊ，即 ｘ
（ｊ）
ｉ ∈｛ｘ

（ｊ）
ｉ ∶１≤ｉ≤ｎｊ｝；另一方

面，当 １≤ｉ≤ｎｊ时，由 θ关于第二变元递增知

２３２ 重 庆 理 工 大 学 学 报




θ（ｊ，ｉ）≤θ（ｊ，ｎｊ）≤ｎ，即ｘ
（ｊ）
ｉ ∈Ａ

（ｊ）
ｎ ）。

记 Ｎ０＝ｍａｘ１≤ｊ≤ｍ
θ（ｊ，Ｎ），则当 ｎ＞Ｎ０时，ｎｊ＝

ｍａｘ
１≤θ（ｊ，ｉ）≤ｎ

ｉ≥ ｍａｘ
１≤θ（ｊ，ｉ）≤Ｎ０

ｉ≥Ｎ，此时

∑
ｎ

θ（ｊ，ｉ）＝１
ｘ′θ（ｊ，ｉ）－∑

ｍ

ｊ＝１
ｘｊ ＝ ∑

ｍ

ｊ＝１
∑
ｉ∈Ａ（ｊ）ｎ

ｘ（ｊ）ｉ －ｘ( )ｊ ＝

∑
ｍ

ｊ＝１
∑
ｎｊ

ｉ＝１
ｘ（ｊ）ｉ －ｘ( )ｊ ＜εｍ·ｍ＝ε

从而 ∑
∞

θ（ｊ，ｉ）＝１
ｘ′θ（ｊ，ｉ）收敛于∑

ｍ

ｊ＝１
ｘｊ。

若将序列（ｘｉ）∞ｉ＝１拆分为有限个指标集互不相
交的子列，且原序列的每一项皆属于某个子列，显

然这些子列满足命题２中的条件，故若∑
∞

ｉ＝１
ｘｉ可拆

分为有限个收敛的子级数，那么原级数收敛于这

些子级数之和。

推论１　设（ｘｉ）∞ｉ＝１是赋范空间 Ｘ中的序列，

１≤ｊ≤ｍ，ｘ（ｊ）( )ｉ
∞
ｉ＝１是（ｘｉ）∞ｉ＝１的子列且满足：

１）∪
ｍ

ｊ＝１
｛ｘ（ｊ）ｉ ∶ｉ∈Ｎ｝＝｛ｘｉ∶ｉ∈Ｎ｝；

２）当１≤ｊ≠ｌ≤ｍ时，子列 ｘ（ｊ）( )ｉ
∞
ｉ＝１与 ｘ（ｌ）( )ｉ

∞
ｉ＝１

在原序列中的指标集交集为空；

３）ｘ（ｊ）ｉ 在原序列（ｘｉ）∞ｉ＝１中的指标递增；

４）ｘ′ｊ∈Ｘ，使得∑
∞

ｉ＝１
ｘ（ｊ）ｉ 收敛于 ｘ′ｊ，则∑

∞

ｉ＝１
ｘｉ

收敛于∑
ｍ

ｊ＝１
ｘ′ｊ。

命题３　设 Ｘ＝ ｌ∞，·( )∞ ，记 Ｘ０是全体只
取有限个值的实数列（按通常定义的序列加法和

数乘）构成的线性空间，则 Ｘ０，·( )∞ 在 Ｘ中
稠密。

　　证明　设 ｘ＝ ａ( )ｉ
∞
ｉ＝１∈Ｘ，则Ｍ＞０，使得

ａｉ≤Ｍ，ｉ∈Ｎ。ε＞０，Ｎ使得
２Ｍ
Ｎ＜ε。

令 ｂｎ ＝ －Ｍ ＋ｎ·
２Ｍ
Ｎ （０≤ ｎ≤ Ｎ），则

［－Ｍ，Ｍ］＝∪
Ｎ

ｎ＝１
［ｂｎ－１，ｂｎ］，从而对每个ｉ∈Ｎ，存在

１≤ｎ（ｉ）≤Ｎ满足ｂｎ（ｉ）－１≤ａｉ≤ｂｎ（ｉ），此时有

ａｉ－ｂｎ（ｉ） ≤ ｂｎ（ｉ）－１－ｂｎ（ｉ） ＝
２Ｍ
Ｎ ＜ε

故取ｙ＝ ｂｎ（ｉ( )）
∞
ｉ＝１，易见

｛ｂｎ（ｉ）∶ｉ∈Ｎ｝｛ｂｎ：０≤ｎ≤Ｎ｝

从而ｙ∈Ｘ０，且 ｙ－ｘ∞ ＜ε，故Ｘ０在Ｘ中稠密。
命题４　 Ｘ，·( )Ｘ ，Ｙ，·( )Ｙ 是２个赋范空

Ｘ间，Ｔ∈Ｂ（Ｘ，Ｙ），Ｘ０是 Ｘ的一个稠密子空间，则

ＴＸＴ（Ｘ０）。
证明　因Ｘ０在 Ｘ中稠密，故ｘ∈Ｘ，存在 Ｘ０

中的序列（ｘｉ）∞ｉ＝１，使得 ｌｉｍ
ｉ→∞
ｘｉ＝ｘ，又因为 Ｔ∈

Ｂ（Ｘ，Ｙ），故 ｌｉｍ
ｉ→∞
Ｔｘｉ＝Ｔｘ，从而ＴＸＴ（Ｘ０）。

定理３　Ｘ是 Ｂａｎａｃｈ空间，则定义２中的收
敛方式有如下关系：

弱子列收敛（ｉｉ）弱符号收敛（ｖ）弱有界
乘子收敛（ｉｉｉ）弱无条件收敛（ｉ）弱重排收敛
（ｉｖ）。

证明　（ｖ）（ｉｉ）设∑
∞

ｉ＝１
ｘｉ是弱符号收敛级

数，ｉ( )ｋ
∞
ｋ＝１是一列递增的自然数。定义

ε′ｉ＝１（ｉ∈Ｎ），ε″ｉ＝
１，ｉ∈｛ｉｋ∶ｋ∈Ｎ｝

－１，ｉ｛ｉｋ∶ｋ∈Ｎ
{

｝

设

∑
ｎ

ｉ＝１
ε′ｉｘｉ →

ｗ
ｘ１，∑

ｎ

ｉ＝１
ε″ｉｘｉ →

ｗ
ｘ２（ｎ→∞）

则ｆ∈Ｘ，

∑
ｍ

ｋ＝１
ｆ（ｘｉｋ）＝

１
２（∑

ｉｍ

ｉ＝１
ｆ（ε′ｉｘｉ）＋∑

ｉｍ

ｉ＝１
ｆ（ε″ｉｘｉ））→

１
２（ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ２））（ｍ→∞）

即∑
∞

ｋ＝１
ｘｉｋ弱收敛于

ｘ１＋ｘ２
２ 。

（ｉｉ）（ｖ）设 ∑
∞

ｉ＝１
ｘｉ是弱子列收敛级数，εｉ＝

±１（ｉ∈Ｎ）。令
｛ｘ（１）ｉ ∶ｉ∈Ｎ｝＝｛ｘｉ∶εｉ＝１，ｉ∈Ｎ｝，

｛ｘ（２）ｉ ∶ｉ∈Ｎ｝＝｛ｘｉ∶εｉ＝－１，ｉ∈Ｎ｝

且ｘ（１）ｉ ，ｘ
（２）
ｉ 在原序列（ｘｉ）∞ｉ＝１中指标递增。设

∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ（１）ｉ →

ｗ
ｘ′１，∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ（２）ｉ →

ｗ
ｘ′２（ｎ→∞）

那么ｆ∈Ｘ，由推论１知

∑
ｎ

ｉ＝１
ｆ（εｉｘｉ）→ｆｘ′( )

１ －ｆｘ′( )
２ （ｎ→∞）

即∑
∞

ｉ＝１
εｉｘｉ弱收敛于ｘ′１－ｘ′２。

（ｉｉｉ）（ｖ）显然
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（ｖ）（ｉｉｉ）设∑
∞

ｉ＝１
ｘｉ弱符号收敛。若 ｆ∈Ｘ，

令εｉ＝ｓｇｎｆ（ｘｉ），则∑
ｎ

ｉ＝１
ｆ（εｉｘｉ）＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ）收

敛，即∑
∞

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ）绝对收敛。定义

Ｔ∶Ｘ →ｌ１，Ｔ（ｆ）＝ ｆ（ｘｉ( )）∞
ｉ＝１（ｆ∈Ｘ

）

若在Ｘ中ｆｎ→ｆ（ｎ→∞）且在ｌ
１中

Ｔｆ( )
ｎ ＝ ｆｎ（ｘｉ( )）∞

ｉ＝１→ α( )
ｉ
∞
ｉ＝１（ｎ→∞）

由ｌ１中范数定义易见
ｆｎ（ｘｉ）→αｉ（ｎ→∞）

又由ｆｎ→ｆ知对每个ｉ有

ｆｎ（ｘｉ）→ｆ（ｘｉ）（ｎ→∞）

故ｆ（ｘｉ）＝αｉ，即Ｔ（ｆ）＝ α( )ｉ
∞
ｉ＝１，从而Ｔ是闭算子，

由闭图像定理知Ｔ为有界线性算子。考虑Ｔ∶ｌ∞

→Ｘ，由共轭算子定义有

Ｔ（ａ( )
ｉ
∞
ｉ＝１）（ｆ）＝∑

∞

ｉ＝１
ａｉｆ（ｘｉ）

其中 ｆ∈Ｘ，ａ( )ｉ
∞
ｉ＝１∈ｌ∞。按命题３中的方式定

义ｌ∞的稠密子空间Ｘ０，若 ａ( )ｉ
∞
ｉ＝１∈Ｘ０，则存在｛ｂｊ∶

１≤ｊ≤ｎ｝Ｒ，使得｛ａｉ∶ｉ∈Ｎ｝＝｛ｂｊ∶１≤ｊ≤ｎ｝。对
每个１≤ｊ≤ｎ，令

｛ｘ（ｊ）ｉ ∶ｉ∈Ｎ｝＝｛ｘｉ∶ａｉ＝ｂｊ，ｉ∈Ｎ｝

且ｘ（ｊ）ｉ 在原序列中指标递增，由已经证明的弱符

号收敛与弱子列收敛的等价性知∑
∞

ｉ＝１
ｘ（ｊ）ｉ 在Ｘ中弱

收敛，记其弱极限为ｘ′ｊ。

ｆ∈ Ｘ，易见 ｂｊｆ（ｘ
（ｊ）
ｉ

( )）∞
ｉ＝１ １≤ｊ≤( )ｎ作

为序列 ａｉｆ（ｘｉ( )）∞
ｉ＝１的ｎ个子列满足推论１中的条

件，故∑
∞

ｉ＝１
ａｉｆ（ｘｉ）收敛于∑

ｎ

ｊ＝１
ｆ（ｘ′ｊ），即∑

∞

ｉ＝１
ａｉｘｉ弱收

敛于∑
ｎ

ｊ＝１
ｘ′ｊ，故Ｔ（Ｘ０）Ｘ。因Ｘ完备，在典范映

射下Ｘ可视为Ｘ 的闭子空间，从而由命题４，
Ｔ（ｌ∞）Ｔ（Ｘ０）Ｘ＝Ｘ

亦即对任意有界实数列 ａ( )ｉ
∞
ｉ＝１，存在 ｘ∈Ｘ，使得

ｆ∈Ｘ，
Ｔ ａ( )

ｉ
∞
ｉ＝

( )
１ （ｆ）＝ｆ（ｘ）＝

∑
∞

ｉ＝１
ａｉｆ（ｘｉ）＝∑

∞

ｉ＝１
ｆ（ａｉｘｉ）

即∑
∞

ｉ＝１
ａｉｘｉ弱收敛于ｘ。

（ｖ）（ｉ）设∑
∞

ｉ＝１
ｘｉ弱符号收敛，由（ｖ）（ｉｉｉ）

知ｆ∈Ｘ，∑
∞

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ）绝对收敛，由定理２（ｉ）知

∑
∞

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ）是无条件Ｃａｕｃｈｙ级数。设∑

∞

ｉ＝１
ｘｉ弱收敛于

ｘ∈Ｘ，当 ｆ∈Ｘ时，

∑
ｎ

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ）→ｆ（ｘ）（ｎ→∞）

由命题 １（ｉ）知∑
∞

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ）无条件收敛于 ｆ（ｘ），即

∑
∞

ｉ＝１
ｘｉ是弱无条件收敛级数。

（ｉ）（ｉｖ）设∑
∞

ｉ＝１
ｘｉ弱无条件收敛于ｘ∈Ｘ，即

ｆ∈Ｘ，∑
∞

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ）无条件收敛于 ｆ（ｘ），由命题

１（ｉｉ），对Ｎ的重排π，∑
∞

ｉ＝１
ｆ（ｘπ（ｉ））收敛于 ｆ（ｘ），即

∑
∞

ｉ＝１
ｘπ（ｉ）弱收敛于ｘ。

（ｉｖ）（ｉ）设∑
∞

ｉ＝１
ｘｉ是弱重排收敛级数，则对Ｎ

的任意重排 π，∑
∞

ｉ＝１
ｆ（ｘπ（ｉ））收敛，即∑

∞

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ）重排

收敛，由定理１（ｉｉｉ），∑
∞

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ）是无条件Ｃａｕｃｈｙ级

数。设∑
∞

ｉ＝１
ｘｉ弱收敛于 ｘ∈ Ｘ，则当 ｆ∈ Ｘ 时，

∑
∞

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ）收敛于ｆ（ｘ），由命题１（ｉ）知∑

∞

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ）无

条件收敛于ｆ（ｘ），即∑
∞

ｉ＝１
ｘｉ弱无条件收敛于ｘ。

类似于范数拓扑下的情况（命题 １（ｉｉ）），若

∑
∞

ｉ＝１
ｘｉ是弱重排收敛的，则对 Ｎ的任意重排 π，

∑
∞

ｉ＝１
ｘπ（ｉ）弱收敛于同一极限；但与范数拓扑不同的

是，弱拓扑下Ｂａｎａｃｈ空间中级数的子列收敛性严
格强于无条件收敛性。

例１　考虑Ｘ＝ ｃ０，·( )∞ 。

记ｅｉ＝ ０，…，０，１
第ｉ个
，０，０( )，… ，ｉ∈Ｎ。
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令 ｘ１＝ｅ１，ｘｉ＝ｅｉ－ｅｉ－１（ｉ≥２），记ｓｎ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｅｉ＝

ｅｎ。若ｆ∈ｃ０，则存在 α( )
ｉ
∞
ｉ＝１∈ｌ

１，对ｘ＝ ａ( )
ｉ
∞
ｉ＝１∈

ｃ０有ｆ（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝１
αｉａｉ。此时

∑
ｎ

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ）≤２∑

ｎ

ｉ＝１
αｉ ＜∞（ｎ∈Ｎ），

故∑
∞

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ）绝对收敛，由定理２（ｉｉ），∑

∞

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ）是无

条件 Ｃａｕｃｈｙ级数，且易见 ｆ（ｓｎ）＝αｎ→０（ｎ→

∞），由命题１（ｉ）知级数∑
∞

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ）无条件收敛于０，

由ｆ的任意性，∑
∞

ｉ＝１
ｘｉ弱无条件收敛于０。但考虑子

级数∑
∞

ｉ＝１
ｘ２ｉ。记 ｓ′ｎ ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ２ｉ ＝∑

ｎ

ｉ＝１
（－１）ｉｅｉ，ｆｉ∈

ｃ０ ＝ｌ
１满足

ｘ＝（ａｉ）∞ｉ＝１∈ｃ０，ｆｉ（ｘ）＝ａｉ

若ｓ′ｎ →
ｗ
ｘ０＝ ｂ( )ｉ

∞
ｉ＝１∈ｃ０（ｎ→∞），则 ｆｉ ｓ′( )ｎ →

ｂｉ（ｎ→∞），即ｂｉ＝（－１）
ｉ ｉ∈( )Ｎ，此与 ｂ( )ｉ

∞
ｉ＝１∈ｃ０

矛盾。故∑
∞

ｉ＝１
ｘｉ是弱无条件收敛但非弱子列收

敛的。

定理４［２０］　ＲＹＡＮＲＡ提出了当 ｆ∈Ｘ时，

∑
∞

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ）无条件收敛的一个等价条件。给出一个

新的证明，为此需要如下引理。

引理１　Ｘ是赋范空间，Ｆ∈Ｐｆ（Ｎ），｛ｘｉ∶ｉ∈
Ｆ｝是Ｘ的有限子集，则

ｓｕｐ
εｉ＝±１，ｉ∈Ｆ

∑
ｉ∈Ｆ
εｉｘｉ ＝ｓｕｐｆ∈ＳＸ

∑
ｉ∈Ｆ
ｆ（ｘｉ） ＝

ｓｕｐ
ａｉ≤１，ｉ∈Ｆ

∑
ｉ∈Ｆ
ａｉｘｉ

　　证明　显然有

ｓｕｐ
εｉ＝±１，ｉ∈Ｆ

∑
ｉ∈Ｆ
εｉｘｉ ≤ ｓｕｐ

ａｉ≤１，ｉ∈Ｆ
∑
ｉ∈Ｆ
ａｉｘｉ

若 ａｉ≤１，ｉ∈Ｆ，由 ＨａｈｎＢａｎａｃｈ定理，ｆ∈ＳＸ，

使得

∑
ｉ∈Ｆ
ａｉｘｉ ＝ｆ∑

ｉ∈Ｆ
ａｉｘ( )ｉ ＝∑

ｉ∈Ｆ
ａｉｆ（ｘｉ）≤

∑
ｉ∈Ｆ
ａｉ ｆ（ｘｉ）≤∑

ｉ∈Ｆ
ｆ（ｘｉ）≤ ｓｕｐｆ∈ＳＸ

∑
ｉ∈Ｆ
ｆ（ｘｉ）

故 ｓｕｐ
ａｉ≤１，ｉ∈Ｆ

∑
ｉ∈Ｆ
ａｉｘｉ ≤ｓｕｐ

ｆ∈ＳＸ
∑
ｉ∈Ｆ
ｆ（ｘｉ）。

ｆ∈Ｘ，令εｉ＝ｓｇｎｆ（ｘｉ），则

∑
ｉ∈Ｆ
ｆ（ｘｉ） ＝∑

ｉ∈Ｆ
ｆ（εｉｘｉ）＝ｆ∑

ｉ∈Ｆ
εｉｘ( )ｉ ≤

∑
ｉ∈Ｆ
εｉｘｉ ≤ ｓｕｐ

εｉ＝±１，ｉ∈Ｆ
∑
ｉ∈Ｆ
εｉｘｉ

故 ｓｕｐ
ｆ∈ＳＸ
∑
ｉ∈Ｆ
ｆ（ｘｉ）≤ ｓｕｐ

εｉ＝±１，ｉ∈Ｆ
∑
ｉ∈Ｆ
εｉｘｉ 。

定理５　Ｘ是Ｂａｎａｃｈ空间，（ｘｉ）∞ｉ＝１是Ｘ中的

序列。ｆ∈Ｘ，∑
∞

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ）无条件收敛，当且仅当若

ａ( )
ｉ
∞
ｉ＝１∈ｃ０，则∑

∞

ｉ＝１
ａｉｘｉ收敛。

证明　设当ｆ∈Ｘ时，∑
∞

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ）无条件收敛，

由定理 ２（ｉｉ）知∑
∞

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ）绝对收敛。定义算子

Ｔ∶Ｘ →ｌ１，ｆ （ｆ（ｘｉ））∞ｉ＝１，由定理３（ｖ）（ｉｉｉ）

知Ｔ∈Ｂ（Ｘ，ｌ１），故若 ｆ∈ＢＸ，

Ｔｆ＝∑
∞

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ）≤ Ｔ· ｆ≤ Ｔ

考虑 ａ( )ｉ
∞
ｉ＝１∈ｃ０，记ｂｉ＝ａｉ／

ε
Ｔ ｉ∈( )Ｎ。

ε＞０，Ｎ，当 ｉ＞Ｎ时，ａｉ≤
ε
Ｔ，ｂｉ≤１。

记Ｆ０＝｛１，２，…，Ｎ｝∈Ｐｆ（Ｎ），若 Ｆ∈Ｐｆ（Ｎ），Ｆ０∩
Ｆ＝（即ｍｉｎ

ｉ∈Ｆ
ｉ＞Ｎ），

∑
ｉ∈Ｆ
ａｉｘｉ ＝

ε
Ｔ ∑ｉ∈Ｆｂｉｘｉ ≤

ε
Ｔ ｓｕｐ

ｂｉ≤１，ｉ∈Ｆ
∑
ｉ∈Ｆ
ｂｉｘｉ

引理


１

ε
Ｔ ｓｕｐ

ｆ∈ＢＸ
∑
ｉ∈Ｆ
ｆ（ｘｉ）≤

ε
Ｔ ｓｕｐ

ｆ∈ＢＸ
∑
∞

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ）≤

ε
Ｔ· Ｔ ＝ε

故∑
∞

ｉ＝１
ａｉｘｉ是无条件Ｃａｕｃｈｙ级数，从而收敛。

设当 ａ( )ｉ
∞
ｉ＝１∈ｃ０时，有∑

∞

ｉ＝１
ａｉｘｉ收敛。固定ｆ∈

Ｘ，定义

Ｔｎ∶ｃ０→Ｘ，ａ( )
ｉ
∞
ｉ＝１ ∑

ｎ

ｉ＝１
ａｉｘｉ

易见对任意ｎ，Ｔｎ∈Ｂ（ｃ０，Ｘ），且对每个ω＝ ａ( )ｉ
∞
ｉ＝１

都有 Ｔｎ( )ω ∞
ｎ＝１收敛。定义

Ｔ∶ｃ０→Ｘ，Ｔω＝ｌｉｍｎ→∞Ｔｎω

５３２李　瑶，等：Ｂａｎａｃｈ空间中级数弱无条件收敛性的若干等价刻画




则由共鸣定理知Ｍ，使得

Ｔ≤ｌｉｍｉｎｆ
ｎ→∞

Ｔｎ ≤ｓｕｐｎ∈Ｎ Ｔｎ
≤Ｍ

当 ｆ∈Ｘ时，令 ａｉ＝ｓｇｎｆ（ｘｉ）（ｉ∈Ｎ），ωｎ＝（ａ１，
ａ２，…ａｎ，０，０，…）∈ｃ０（ｎ∈Ｎ），则 ωｎ ＝１，且

∑
ｎ

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ） ＝ｆ∑

ｎ

ｉ＝１
ａｉｘ( )ｉ ＝ｆＴω( )

ｎ ≤

ｆ· Ｔ· ωｎ ＝ ｆ· Ｔ

故∑
∞

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ）绝对收敛，由定理４（ｉ），∑

∞

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ）无条

件收敛。
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